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В [1] наведені інтерполяційні операторні поліноми в гільбертовому просторі. Один із 
цих інтерполянтів розглянуто в статті. Показано, що він являє собою інтерполяційну фор-
мулу Лагранжа з фундаментальними функціональними поліномами в лінійному просторі 
зі скалярним добутком. Цю інтерполяційну формулу Лагранжа досліджено для випадку 
скінченновимірного евклідового простору, визначено умови “збереження” полінома від-
повідного степеня.
Інтерполяційний операторний поліном в [1] n-го степеня для оператора f має вигляд
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Далі формулу (1) перепишемо в іншому вигляді та зведемо її до формули Лагранжа в 
лінійному просторі зі скалярним добутком.
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Інтерполяційний поліном Лагранжа 
в лінійному просторі зі скалярним добутком
Представлено академіком НАН України В.Л. Макаровим
У лінійному нескінченновимірному просторі зі скалярним добутком і в скінченновимірному евклідовому 
просторі досліджено точність формули Лагранжа на поліномах відповідного степеня.
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Нехай X, Y — лінійні простори, X — зі скалярним добутком )(⋅, ⋅ , ): ,  (nf X Y P x→  — ін-
терполяційний операторний поліном степеня n для f з вузлами 1 2, , , mx x x… , ( ) ( )n i i iP x f x f= = 
( ) ( )n i i iP x f x f= = , , , 1, ,ix x X i m∈ =  а вузли ix  обрані таким чином, щоб матриця ( )jniP x  була 
невиродженою, де
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Невиродженість матриці для скінченновимірного евклідового простору розглянуто в 
[2] за рахунок вибору незалежних векторів, пов’язаних з вузлами. Введемо позначення: 
1 2( , , , )( ) ( ) ( ) ( )n n n nmP x P x P x P x= … , а 
–1( )ni jP x  — елементи матриці 
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ikδ  — символ Кронекера.
Враховуючи (2), (3), отримуємо
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Таким чином, формула (2) являє собою формулу Лагранжа для інтерполяційного полі-
нома в лінійному просторі зі скалярним добутком:
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де ( )il x  — фундаментальні функціональні поліноми Лагранжа степеня n, 1:il X R→ .
Зауважимо, що інтерполянт (4) з вузлами , 1,ix i m= , не єдиний в X . Дійсно, якщо 
:np X Y→  — довільний операторний поліном n-го степеня [6], то формула
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визначає множину інтерполяційних операторних поліномів n-го степеня для оператора f,
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В [1] доведено, що інтерполянт вигляду (4), який належить множині (5), має мінімаль-
ну норму, породжену скалярним добутком за гаусовою мірою [3].
Відзначимо, що вираз
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−∑
не перетворюється в нуль-елемент нескінченновимірного лінійного простору Y [6], тобто 
формула Лагранжа не “зберігає” операторний поліном відповідного степеня, а числа m та n 
при побудові полінома (2) не пов’язані між собою.
Розглянемо частинний випадок, коли X є скінченновимірним евклідовим простором на 
прикладі простору 2E , 2 1 2: , , ( , )f E R u E u x y→ ∈ = , ( , ), 1,i i iu x y i m= = , де iu  обираємо 
таким чином, щоб матриця 
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Враховуючи (6), маємо
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і формула (6) є інтерполяційною формулою Лагранжа для 2 1:f E R→ , де ( , )il x y  — фун-
даментальні поліноми Лагранжа двох змінних степеня n. Також на підставі [1] ,( )nP x y  є 
інтерполянтом мінімальної норми [3] на множині інтерполянтів n-го степеня двох змінних.
Надалі будемо вважати, що число m задано (фіксовано), а степінь n інтерполяційного 
полінома обираємо з нерівності minm p p= , де p — розмірність простору поліномів сте-
пеня n в 2E ,  
( 1)( 2) / 2p n n= + +  [4].
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Приклад 1. Нехай m = 2, 1 2( , ), 1,2, (0,1), (1,0)i i iu x y i u u= = = = . Тоді
2 min( 1)( 2) / 2 3m n n p= + + = = , n = 1,
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Нехай ( , ) 1 2 3f x y x y= + + . Тоді 1 2(0,1) 4, (1,0) 3f f f f= = = = ,
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тобто у випадку 2, 3, 1m p n= = =  інтерполянт 1( , )P x y  не “зберігає” поліном 1-го степеня.
Приклад 2. Нехай m = 3, ( , ), 1, 2, 3,i i iu x y i= =  u1 = (0, 1), u2 = (1, 0), u3 = (0, –1). Тоді
3 min( 1)( 2) / 2 3, 1.m n n p n= + + = = =
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Нехай 3( 2) 1f u x y= + + , тоді 1 2(0,1) 4, (1,0) 3,f f f f= = = =    3 (0, 1) 2f f= − = − . Одержимо
1
1 1
( , ) 4 (1 ) 3 2 (1 ) 1 2 3
2 2
P x y x y x x y x y= ⋅ − + + − ⋅ − − = + + , 
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тобто у випадку 3, 3, 1m p n= = =  інтерполянт Лагранжа (6) “зберігає” поліном 1-го степе-
ня двох змінних.
Таким чином, для скінченновимірного евклідового простору 2E  приходимо до такого 
висновку: у випадку m p<  маємо єдиний інтерполянт Лагранжа мінімальної норми, при 
цьому він не “зберігає” поліном відповідного степеня (приклад 1). Цей інтерполянт в [2] 
названо недовизначеним. Якщо m p= , то інтерполяційний поліном Лагранжа єдиний та 
“зберігає” поліном відповідного степеня [5] (приклад 2).
Аналогічні міркування та перетворення можна провести для евклідового простору kE , 
1 2, ( , , , )k ku E u x x x∈ = … ,  де кількість вузлів m задано (фіксовано), а степінь інтерполян та 
n визначаємо з умови
min , ( )!/ ! !, 2,m p p p n k n k k= = +   (7)
де p — розмірність простору поліномів n-го степеня в kE  [5]. Самі вузли 1 2, , , mu u u…  оби-
раємо таким чином, щоб існувала обернена матриця в (2), а степінь інтерполяційного по-
лінома визначаємо з нерівності (7).
Сформулюємо такий висновок для простору kE . Має місце
Теорема 1. Нехай 1: , 2,kf E R k→   m задано. Тоді якщо m p= , то інтерполянт Лаг-
ранжа ( )nP u  буде точним на всіх поліномах степеня не вище n, а якщо m p< , то інтерпо-
лянт мінімальної норми ( )nP u  не має такої властивості.
Зауваження. В разі зменшення розмірності евклідового простору зменшується “недо-
визначеність” інтерполянта Лагранжа мінімальної норми, а у випадку 1 1:f R R→  маємо 
1m p n= = + , тобто одержуємо класичний поліном Лагранжа n-го степеня з n + 1 вузлами 
для функції однієї змінної.
Стосовно лінійного простору Х зі скалярним добутком має місце таке твердження. 
Якщо вузли інтерполяції обрані так, що відповідна матриця невироджена, то завжди існує 
єдиний інтерполяційний поліном Лагранжа мінімальної норми [3], але цей інтерполянт не 
“зберігає” операторний поліном відповідного степеня. При цьому відзначимо, що при по-
будові інтерполяційного операторного полінома Лагранжа числа m (кількість вузлів) та n 
(степінь інтерполянта) не пов’язані між собою [1].
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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ ЛАГРАНЖА 
В ЛИНЕЙНОМ ПРОСТРАНСТВЕ СО СКАЛЯРНЫМ ПРОИЗВЕДЕНИЕМ
В линейном бесконечномерном пространстве со скалярным произведением и в конечномерном евкли-
довом пространстве исследована точность формулы Лагранжа на полиномах соответствующей степени.
Ключевые слова: линейное пространство, евклидово пространство, формула Лагранжа, точность на по-
линомах.
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LAGRANGE INTERPOLATION POLYNOMIAL 
IN A LINEAR SPACE WITH INNER PRODUCT
In a linear infinite-dimensional space with inner product and in a finite-dimensional Euclidean space, the ac cu-
racy of the Lagrange formula on polynomials of the corresponding degree is investigated.
Keywords: linear space, Euclidean space, Lagrange formula, accuracy on polynomials.
